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1. Axioma del infinito
1.1.
1. Demostrar que si X y Y son conjuntos inductivos, X NY es inductivo.
2. Més en general, demostrar que si {X;};es es ina familia de conjuntos inductvos, entonces (7),c; es
inductivo.
Demostracién
1. Si X e Y son inductivos, se tiene que ¢ € X y ¢ € Y, por lo tanto ¢ € X NY. Ademas, para todo
elemento de X NY se cumple que z € X — S(z) € X y ademas x € Y — S(z) € Y, por lo tanto
reXNY = Sx)e XnY.
2. Sea una familia de conjuntos inductivos {X;};cs se cumple que ¢ € X; para todo i € I por definicién
de conjunto inductivo, por lo tanto se cumple que ¢ € [;c; X;. Ahora bien, para todo elemento
r de [,y Xi, * € X; para todo i € I, entonces S(x) € X; para todo i € I por la definicion
de conjunto inductivo, por lo tanto x € X; — S(z) € X; para todo i € I, por la cual cosa
x € (;er Xi = S(x) € ;e Xi de lo que se concluye que (),c; X; es un conjunto inductivo
1.2.

Demostrar que N = ({I C A : I es inductivo}, donde A es el conjunto postulado en el axioma del infinito.
Demostracion

Por definicion N = {x € A : x € I para todo conjunto inductivo I}, por lo tanto se cumple que IN C I para
todo conjunto inductivo I, es decir IN C (|{/ € A : I es inductivo}. Sea = € (J{I C A : I es inductivo},
x € I para todo I C A, por lo tanto x € A A x € I para todo I inductivo, es decir, z € IN, por lo tanto
N{I € A: I es inductivo} C IN de lo que se concluye que IN = ({I C A : I es inductivo}

2.

2.1.

Principios de Induccién

Demostrar que para todo n € IN, n # 0 se cumple que n > 1.

Demostracion

para todo par de elementos de los naturales, n, m, por tricotomia se tiene que n < mom <n on = m.
En especifico si se toma a 0 como siendo m, se cumple que, para todo nimero natural, n <0 o0 <n o
n = 0, tomando un n # 0 es claro que n < 0 0 0 < n, pero si tomamos que n < 0 entonces n € 0 = ¢, lo
cual es una contradiccion. Es decir que para todo natural, distinto de cero, se cumple que n > 0. Ahora,



supongamos que n > 0 — n > 1, si tomamos que n < 1, es claro que n € {0}, por lo tanto n = 0 y
entonces n < 0. por lo tanton >0—n >1

2.2.

Sea n € IN. Demostrar que no existe k € IN tal que n < k <n + 1.

Demostraciéon

Supongamos que existe un k tal que n < k < n+1, pero es claro que n < k implican+1<kon+1=k
pero k < n + 1 y por tricotomia esto es imposible, entonces no existe £k € IN tal que n < k <n + 1.

2.3.

Sea S : IN — IN la funcién sucesor definida por S(n) = n + 1 para todo n € IN. Demostrar que S es una
funcion inyectiva.

Demostracion

Sea n,m € N tal que n # m. Supongamos que S(n) = S(m), esto es, n+ 1 = m + 1 lo que implica que
n € m+ 1, por lo tanto n < m o n = m, la segunda condicién queda descartada por hipétesis, por tanto
sin < m entonces n+1 < m on+ 1= m, la segunda condicién vuelve a quedar descartada porque
m # m + 1, pero si n + 1 < m entonces m + 1 < m por lo tanto se llega a una contradicciéon. Entonces
para cuales quiera n,m € IN, si m # n, se cumple que S(n) # S(m), por tanto S es inyectiva.

2.4.

Sea n € IN, n # 0. Demostar que existe tnico k € IN tal que n = k + 1. Presentar dos demostraciones de
este resultado, una por induccién y otra sin usar induccion.

Demostraciéon

Induccioén:

Definamos P(n) :n e NAn#0—3lk:k+1=n

Tenemos que P(0) se cumple trivialmente ya que el antecedente es falso.

Si suponemos que P(n) se cumple, entonces existe un unico k € IN tal que k+1 =n. Asisea b =k + 1,
notar que como b = n, entonces bU {b} =n U {n}

Esto es b+ 1 =n+ 1, ahora veamos que b es tinico. Supongamos que existe b’ tal que b’ +1 =n + 1, esto
significa que ' +1=0b+ 1, luego &’ U {b'} = bU {b}

Por el axioma de extensionalidad, entonces b’ € b o b’ = b, pero tambien implica que b € b’ o b =¥V’
Supongamos entonces que b’ € by b € b, esto significa que b’ < by b < . Pero ya se vio que esto implica
que b < b, lo cual es un absurdo. Asi se tiene que b =V’ y por tanto b es tnico y P(n + 1) se cumple, asi
por Principio de Induccion se tiene que P(n) se cumple para todo n € IN.

Sin usar induccion:
Sea n € IN, sabemos que n C N, o sea n es un conjunto de niimeros naturales. Definamos n* como:

n*={ken:Sk)¢n}

Se puede ver que por induccion que n* # () ya que si lo fuera entonces n = IN.
Asi sea k € n* por tricotomia S(k) < n o S(k) =non < S(k). S(k) < n es imposible ya que esto
implicaria S(k) € n, o sea k ¢ n*.



Sin < S(k), esto implican € {k} Uk, luego n = k o n € k, pero como k € n, entonces estos son imposibles.

Asi S(k) = n y por tanto existe k tal que k + 1 = n. La prueba de unicidad es anédloga a la prueba que se
hizo en la demostracién por induccion.

2.5.

Para n,m € N, demostrar que m <n <= m & n.
Demostraciéon

1. =)
si m < n entonces Vk € IN, k < m — k < n entonces Vk € m, k € n, es decir m C n, mas atin, m € n
pero m ¢ m por lo tanto m & n.

2. =)
Sim & n entonces Vk € m,k € n, esto es Vk € N,k < m = k < n, por tricotomia n < m o
n>mon=m,sin=m, n Cm lo cual es una contradiccién, si n < m se tendria que n & m lo
cual es una contradiccién, por lo tanto m < n.

2.6.

Para dos niimeros naturales m y n se tiene m Cn on C m.
Demostracion:

Sean n,m € N. Como N es un orden total, entonces se tendran tres casos:

1. Sin < m, entonces n € m, luego, dado x € n se tiene que x < n, luego x < n < m. Por transitividad
se tiene que x < m, es decir, x € m. Luego n C m.

2. Sin=m, entoncesn CmymCn.

3. Sim < n, entonces m € n, luego, dado x € m se tiene que x < m, luego x < m < n. Por transitividad
se tiene que x < n, es decir, x € n. Luego m C n.

Luego siempre se tendrda m Cn on C m.

2.7.

Demostrar la reciproca de la Proposicion 3.2.5. (4). Para nimeros naturales m y n si m + 1 < n entonces
m < mn.

Demostracion:

1. Sim+ 1 < n entonces m + 1 € n. Como m < m + 1, por la transitividad del orden, m < n.
2. Si m+ 1 =n, entonces, como m < m + 1, se cumple que m <n=m+1

Por lo que, Para ntimeros naturales m y n si m 4+ 1 < n entonces m < n.



2.8.

Demostrar que no existe una funcion f: N — N tal que fin + 1) < f(n) para todo n € N.
Demostracion:

Por reduccion al absurdo, considere que existe una funcion f: N — N tal que fin + 1) < f(n) para
todo n € N. Luego Ran(f) C N es conjunto y es subconjunto de N, luego, por el principio de buen orden,
existe z € Ran(f) tal que x = min(Ran(f)), entonces existe y € N tal que f(y) = x, pero fly+1) < fly) = z,
lo cual contradice que x = min(Ran(f)). Por lo que no existe una funcion f: N — N tal que filn+1) < f(n)
para todo n € N.

2.9.

Demostrar que todo subconjunto no vacio de IN, acotado superiormente, tiene elemento maximo.
Demostraciéon

Sea A un subconjunto cualquiera de IN, acotado superiormente, esto es In € IN tal que n > k para todo
k € A. Sea el conjunto P := {n € N : k < n Vk € A}, por el principio del buen orden sobre los ntimeros
naturales, y como P # ¢, P tiene minimo, al que denotaremos p. Sea j € IN : j+1 = p, se cumple entonces
que a < p para todo a € A, siy solo si a < j. En caso de que a < j para todo a € A entonces j € P pero
j <pyp=minP, por lo tanto es una contradiccion, es decir que 3b € A : Va € A,a < b = j, por lo tanto
el minimo existe y es minA =b=j

2.10.

Sea (A, <) un conjunto ordenado y f : N — A una funcién tal que f(n) < f(n + 1) para todo n € N.
Demostrar que n < m implica f(n) < f(m), para todo m,n € N.

Demostracién

Tomemos n fijo y realizando prueba por induccién respecto a m se tiene que

= m = 0: Se tiene que n < 0. Como se parte de IN con orden total y por la definicion de 0 como
minimo, entonces n < 0 es una contradiccion y por lo tanto, n < 0 — f(n) < f(0) es verdadero.

= Se asume que se cumple para m fijo, demostrar que se cumple para m + 1: Veamos que

1. Por la definicion de f, se tiene directamente que f(m) < f(m + 1).

2. Por la hipotesis de induccion, se tiene que f(n) < f(m)
Es decir, por transitividad f(n) < f(m + 1), como se queria probar.
Como la prueba no involucra ninguna suposicién sobre n, entonces es vélido para todo n € IN.
2.11.
Sea nyg € IN y sea P(z) una propiedad tal que
1. P(no).
2. (VYn > no)[P(n) = P(n+1)]

Demostrar que (Vn > ng)P(n)

Demostracion



Sea I = {n € N:n = ng — P(n)}. Por hipotesis, podemos notar que I es inductivo. Sabemos que
N C I, y asi mismo, por PIM, se tiene que I C N. Por lo tanto como N = I, se tiene que P(n) se cumple
para todo n = ny.

2.12.

Induccion restringida. Sea ng € N y sea P(z) una propiedad tal que
1. P(0)
2. (Vn < ng)[P(n) — P(n+1)].

Demostrar que (Vn < ng)P(n)

Demostracion

Sea I = {n € N : n < ng A P(n)}. Por hipotesis, podemos notar que I es inductivo. Sabemos que
N C I, y asi mismo, por PIM, se tiene que I C N. Por lo tanto como N = I, se tiene que P(n) se cumple
para todo n < ng.

2.13.

Deducir el principio de induccién matematica (PIM) a partir de principio de induccién completa (PIC).
Solucién

El principio de induccion matemaética se da de la siguiente manera: Sea P(z) una propiedad tal que
1. P(0)
2. (Yn e N)[P(n) — P(n+1)]

Entonces (Vn € N)P(n).

Demostraciéon

Se demostraréa a partir de la reformulacion del PIC. Se puede observar que P(0) se cumple trivialmente.

3. Swucesiones

3.1.

Demostrar que la existencia del conjunto de sucesiones finitas con valores en un conjunto dado A, definido
como A* =Suc(A) = A", se puede garantizar mediante el esquema axiomatico de separacion.

nelN
Demostracion

Notese que para cualquier sucesion finita s con valores en A, se tiene que s C IN x A, asi s € p(IN x A).

Por tanto se puede garantizar la existencia de A* de la siguiente manera:

A*={sep(Nx A): (In e N)(s € p(n x S)}



4. Teoremas de Recursion para IN

4.1.

Completar los detalles de la primera demostracion de la version paramétrica del Teorema de Recursion,
Teorema 3.4.2

solucién

El Teorema de Recursién en su version paramétrica es:

A, P conjuntos dados, h: P -+ Ay g: Px AxIN — A, existe una tnica funciéon f: P x N — A tal que

{f(pvo)zh(p) Vpe P
fp,n+1)=g(p, f(p,n),n) YneINVpeP

Demostracion A, P conjuntos dados, h : P -+ Ay g: P x A x IN — A funciones Se va a hacer la
demostracion por medio de aproximaciones de la forma que sigue. Se escoge una n-aproximacion, t, tal
quet: Px (n+1) — A dela forma

t(p,0) = h(p) YpeP
tp,k+1) =g(p,tp,k),k) Vpe PVken

Por induccién en la segunda variable, sea P(p, n) el enunciado “para cada p en P, existe una n-aproximacion
”. De la definicion de la n-aproximacion ¢(p,0) existe y mas aun ¢(p,0) = h(p) para cualquier p €
P.Suponemos que P(p,n) se cumple para n, miremos que ocurre con P(p,n+1). Esto es quet : Px(n+1) —
A existe y cumple P(p,n). Se define u: P x (n+ 1) + 1 — A tal que cumpla

{ u(p,i) =t(p,i) VYpeP Vie(n+1)
u(p,n +1) = g(p,u(p,n),n) = g(p,t(p,n),n) Vpe P

Por lo tanto vemos que siempre existe para cualquier p € P una n-aproximacion.

seat: Pxn+1— A una n-aproximacion y v : P x m + 1 — A una m- aproximaciéon. por tricotomia
podemos ver que n+1 Cm+10om+1C n+ 1 sin pérdida de generalidad, se supone n+1 C m + 1.
por definicion se tiene que t(p,0) = h(p) = u(p,0). Suponemos que t(p, k) = u(p, k) para todo k € n,
al ser aproximaciones, t(p,k + 1) = g(p,t(p, k), k) = g(p,u(p, k), k) = u(p,k + 1) para cualquier p € P.
Por lo tanto hemos demostrado que las aproximaciones son compatibles 2-2. Al ser compatibles 2-2, y
ademas n-aproximaciones, coinciden el todo dominio comiin 2-n aproximaciones para el mismo n, es decir,
las n-aproximaciones existen y son tnicas.

Sea entonces t, la n- aproximacién t : P xn+1— Ay F de la forma:

F:={t, € p(P xIN x A) : t, es aproximacion ,n € IN}.

f = UF es funcion ya que las funciones de F' son compatibles 2-2, de modo que dom(f) = P x N y
rango(f) = A. Para f se cumple que f(p,0) = h(p) para cualquier p € P ya que t,(p,0) = h(p) para todo
peEP.SeaneNyt:Px(n+1)+1— Auna (nt+l)-aproximacion, f(p, k) = t(p, k‘) para todo (p, k) €

dom(f), en particular f(p,n+1) =t(p,n+1):f(p,n+1) =t(p,n+1) = g(p, t(p,n),n) = g(p, f(p,n), n).
Ahora sea j: P x IN — A tal que

{]( 0)=h(p) VpeP
jp,n+1)=g(p,jlp,n),n) Vne NVpe P

se cumple necesariamente que f(p,0) = j(p,0) = h(p) para todo p € P, asumimos que f(p,n) = j(p,n)

para cualquier p € P por lo tanto f(p,n+ 1) = g(p, f(p,n),n) = g(p,j(p,n),n) = j(p,n + 1) para todo
p € P. es decir f = j por lo tanto la funciéon que buscdbamos existe y es tnica.



4.2.

Definir recursivamente la funcion factorial f(n) = n!

Solucién

Gracias al Teorema de Recusion, tomando los conjuntos A = IN y la funcién g : IN x IN — IN tal que
g(n,m) =n-(m+ 1), existe una tnica funciéon f: IN — IN definida como

{ 7(0) =1
J(n+1) = g(f(n),n) = (n+1) - f(n) ¥n € N

de esta manera queda definida la funcion f(n) = n!.

4.3.

Definir recursivamente la funcién exponencial m™ y justificare su existencia mediante la versiéon paramétrica
del Teorema de Recusrsion.

Solucién

Gracias a la versiéon paramétrica del Teorema de Recusiéon, tomando los conjuntos P = A = N y las
funciones g : N x N x IN — NN tal que g(n,m,k) =m-ny h:IN — IN tal que h(n) = 1, existe una tnica
funcién f : IN x IN — IN definida como

f(m,0) =h(m)=1VmeNN
fm,n+1)=g(m, f(m,n),n) =m- f(m,n) Ym € N, Yn € N

de esta manera queda definida la funcion f(m,n) = m".

4.4.
La funcién super-exponencial m 7 n de IN x IN en IN se define por medio de la recursiéon

m7T0=m.VmelN
m?t (n+1)=m™" Vm e NN, vn € IN.

Justificar la anterior recusrion mediante la versién paramétrica del Teorema de Recussion.

Solucién

Sean los conjuntos A = P = IN, y las funciones g : N x N x IN — NN, tal que g(m,n,k) = m"™ cuya
existencia se justifica en el anterior punto, y h : IN — IN de la forma h(m) = m. Gracias al teorema de
recusrion existe una tnica funcién f : IN x IN — IN definida como

f(m,0) :==m10=~h(m)=mVmeNN
f(m,n4+1):=m1 (n+1)=g(m, f(m,n),n) =ml/ ™) = mm™ v¥m c N, Vn € N.

queda entonces justificada la existencia de la funcién stper-exponencial mediante la version paramétrica
del Teorema de Recursion.

4.5.

Siguiendo la idea del ejercicio anterior, definir recursivamente la funcién stper-stper exponencial m |} n y
justificar la definicién mediante la versién paramétrica del Teorema de Recursion.

Solucién

Sean los conjuntos A = P = N, y las funciones g : N x N x IN — NN, tal que g(m,n,k) = m T n cuya
existencia se justifica en el anterior punto, y A : IN — IN de la forma h(m) = m™. Gracias al teorema de
recusrion existe una tnica funcién f : IN x IN — IN definida como

f(m,0):=m0="h(m)=m"VmeN
fm,n+1):=m (n+1)=g(m, f(m,n),n)=m7*T f(m,n)=mtmfnVmeNN, VnelN.
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queda entonces justificada la existencia de la funcién super-exponencial mediante la versiéon paramétrica
del Teorema de Recursion.

4.6.

Utilizar recursion basica, paramétrica o completa para definir las siguientes sucesiones numéricas. Indicar
en cada caso las funciones g y h correspondientes al enunciado del teorema de recursion pertinente.

i) ap =0,a, =14+2+---+n, paran > 1.

Tomar A=WN,a=0y g:INxIN — NN tal que g(n,m) =n+ (m+ 1). Asi por el Teorema de Recursion,
existe tnica f: IN — IN tal que:

{ f(0):=0
f(n+1):=g(f(n),n) = f(n) + (n+1)

ii) ap=3,a, =33+1)(3+2)---(3+n), paran > 1.

Tomar A=IN,a=3yg: NxIN— N tal que g(n,m) = nx(3+m+1). Asi, por el Teorema de Recursion,
existe tnica f : IN — IN tal que:

iii) (1,2,22,22° ...).

Tomar A=N,a=1yg: N xN — NN tal que g(n,m) = 2". Asi, por el Teorema de Recursion, existe
tnica f: IN — IN tal que:

f(n+' 1) := g(f(n),n) = 2/

iV) <27 %’ %7 ga %" : >

Por medio del Teorema de Recursion completa, sea g : IN* — IN definida por:

2 si t es una sucesion finita de longitud 0
g(t) = % si t es una sucesion finita de longitud 1
(tn—1)? si t es una sucesion finita de longitud > 2

Asi existe f: IN — IN tal que



Sea A, P =IN,h:IN — INtalque h(m) =0y g : NxINxIN — IN tal que g(z,y, 2) = x(z+1)(2+1)/2+vy.
Asi, por el Teorema de Recursion Paramétrica, existe tnica f : IN x IN — IN tal que:

{ f(im,0):=0
fn+1):=g(m, f(m,n),n) = m(m+1)(n+1)/2+ f(m,n)

Vi) = (20420 4 +27)(30 + 31 ... 37)

Sea A,P =N, h: N — N tal que h(m) = 2" — 1y g: NxINx N — N tal que g(z,y,2) =
(221 — 1)3**! 4 4. Asi, por el Teorema de Recursion Paramétrica, existe tinica f : IN x IN — IN tal que:

{ f(m,0) :=2m+t 1
fn+1) = g(m, f(m,n),n) = 2"+ = 1)3"* + f(m,n)

4.7.
Sean dados un conjunto X y h: X — X una funcién. Definir recursivamente la composicion
h* =ho---oh”n — veces”

con n € N, de tal manera h® = Idx, donde Id, es la funcién identidad sobre X . Utilizar el Teorema bésico
de Recursién para justificar tal definicion recursiva.

Demostracion:
Tome h € XX y defina las siguiente funcion:
g: XX x N — X* tal que g(x,2) =z o h.

Luego, gracias al teorema de recursividad bésico, se tiene que existe una tinica funcion f: N — X tal que:

fin+1) = g(fin),n) = foh

Donde se puede tomar como notaciéon f(n + 1) = A1,

4.8.

Sean dados B un conjunto y R una relacién sobre B.

(1) Definir recursivamente la composicion:
R"=Ro---0Rn—veces

con n € N, y usar el teorema bésico de recursién para justificar la definicién recursiva.



ii) Demostrar que R" o R™ = R™"" para todo m,n € N
q P
iii) Demostrar que si R es simétrica, entonces R™ también es simétrica, para todo n € N.
q P
(iv) Sean R’ =,y R". Demostrar que R’ es una relacion transitiva.
v) Demostrar que si S es una relacion transitiva sobre A, tal que Idy € Sy R C S, entonces R C S.
y

(vi)R® = (RU R' U Ids)!. Demostrar que R es una relacién de equivalencia sobre A, y que si S es
cualquier relacion de equivalencia sobre A que contiene a R, entonces R¢ C S. Esto quiere decir que R® es
la relacion de equivalencia mas pequena que contiene a R.

Demostracion:

(i) Sea R € p(B x B). Considere la funcion g : p(B x B) x N — (B x B) tal que g(z,y) = Roy.
Por teorema bésico de recursividad, existe una tnica funcion f : N — (B x B) tal que:

f(0) =Idp

fn+1) =g(f(n),n) = Ro f(n)

(ii) Aplicando el principio de induccién matematica sobre n € N, fijando un m € N, se obtiene:

1. Caso base: n=0
RO o R™ = RO o R™
Idp o R™ = R™ Por definicion de f(0) y por composiciéon de relaciones con la identidad.
R™ = R™*0 Suma neutra en los naturales.
R™0 o R™+7 Valor base de n.

2. Hipotesis de induccién: Suponga que hasta cierto n € N se cumple que:
R"o R™ = Rn+m

3. Paso inductivo:
Rn+1 oR™=Ro (RnoRm)

Uso de la definicién de la funcién recursiva. R o R Uso de la hipétesis de induccion.
R™ = Ro (R" o R™) = R"™™*! Uso de la definicién de la funcién recursiva.

Luego R™ o R™ = R"*™ para todo m,n € N.
(iii)
5. Recursiéon General y el Esquema Axiomatico de Reemplazo

5.1.

Demostrar la existencia de la sucesion (¢, p(¢), p(p(@)), p(p(p(9))),...) v del conjunto
{0, 0(0), p(p(9)), p((9(4))), -}
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Demostracion:

Usando el teorema de recursion general, se tiene que, dada la operacion G(x,y) = @(z) y el conjunto
a = (), se dice que existe una tnica sucesion (f(n))nen tal que:

Por lo que la sucesion (¢, p(¢), p(p(0)), p(p(p(h))), ...) existe. Ademas, el rango de la funcion f también
existe, es decir, el conjunto {¢, (), p(p(P)), p(p(p(P))), ...} existe.

5.2.

Construir un conjunto inductivo diferente de IN y justificar su existencia.
Demostracion:

Usando el teorema de recursion general, se tiene que, dada la operacion G(z,y) = S(z) y el conjunto
a = N, se dice que existe una tnica sucesion (f(n))nen tal que:

Luego Ran(f) = {N,S(N),S(S(N)),S(S(S(N))),...} es conjunto. Luego N U Ran(f) es conjunto, gra-

cias al axioma de pares y al axioma de uniones.

Note que 0 € N, por lo que 0 € NU Ran(f). Note ademés que, dado = € NU Ran(f) se tiene que:
1. Siz €N, entonces S(z) € N, ya que N es inductivo.
2. Six € Ran(f), entonces existe n € N tal que f(n) =z, luego f(n+1) = S(f(n)) = S(x) € Ran(f).

Concluyendo asi que el conjunto N U Ran(f) es un conjunto inductivo.

5.3.

Demostrar que la versiéon basica del Esquema Axiomético de Separaciéon se puede deducir del Esquema
Axiomético de Reemplazo.

Demostracion:

Para deducir el esquema axiomaéatico de separacién a partir del esquema axiomatico de reemplazo, se
considera la operacion G(x,y) = (¢(x) Az = y), donde ¢(x) es una operacion unitaria. Dado un conjunto
A, entonces existe un conjunto B formado por los y que satisfacen G(z,y), es decir:

VAIBYyly € B +— Jz(x € AN (¢(x) Nz =y))]

lo cual es légicamente equivalente a:

VAIBVx[z € B +— x € AN ¢(x)]

lo cual coincide con el esquema axiomético de separacién.
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